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1 Vocabulaire et notations. Domaine de définition. (@p.5)

1.0 Exemple introductif (Rappel)

A une station-service, le prix a payer dépend du nombre de litres d'essence achetés. X

On dit qu'on exprime le prix en fonction du nombre de litres. l
p

Si p.ex. 1 litre colte 1,16 €, alors x litres coltent 1,16-x €.

Appelons p(x) (lire "p de x"), le prix en fonction des litres achetés. l

Ona:|p(x)=1,16x p(x) = 1,16x

L'"'objet" p est appelé une fonction en mathématiques. Une fonction "transforme" en fait un nombre en un autre nombre.

Combien co(tent 10 litres ? Combien colitent 43,5 litres ?
— p(10) =1,16-10 = 11,6 — 10 litres coltent 11,6 €. — p(43,5) =1,16-43,5 = 50,46 — 43,5 litres colitent 50,46 €.
(On dit que 11,6 est I'image de 10 par la fonction p.) (On dit que 50,46 est I'image de 43,5 par la fonction p.)

1.1 Fonction numérique. Image. Graphe.

Une fonction numérique d’une variable réelle est une relation qui a chaque réel fait correspondre au plus un réel.
Onnote f:R—R ou simplement f:x— f(x)

x+—y = f(x)
x est la variable réelle et f(x) est I'image de x par f.

e En pratique on écrit p.ex. « la fonction f : x — x* » ou bien « la fonction f définie par f(x) = X »

¢ L’ensemble-image de f contient les images de tous les réels de dom f. Il est noté im f.

(ainsi p. ex. pour f: x— x* :domf=R etimf=R,)

e L’ensemble de tous les points (x ; f(x)), x étant un nombre de dom f est noté G; ou C; et appelé représentation graphique,
courbe représentative ou graphe de f. L’équation de la courbe représentative esty = f(x).

1.2 Domaine de définition
On appelle domaine de définition de la fonction f (noté dom f ou Dy) I'ensemble de tous les réels x qui ont une image par f.

Pour déterminer un domaine, il faut tenir compte de plusieurs types de conditions : Une expression...

a) ...au dénominateur ne doit pas s’annuler. g - condition: D#0

b) ...dont on calcule la racine carrée doit étre positive JA = condition: A20
¢) ...dont on calcule un logarithme doit étre strictement positive log(A) = condition: A>0
d) ...dont on calcule la tangente ne doit pas pouvoir s’écrire sous la forme §+kn,k ez tan(A) > A# §+kn, keZ
e) ... dont on calcule la cotangente ne doit pas pouvoir s’écrire sous la forme km,keZ cot(A) 2 Az krn, ke Z

1.3 Antécédent. Racine.

On appelle antécédent d’'un nombre k par la fonction f, tout nombre x tel que f(x) = k.
On appelle racine d’une fonction, tout nombre x tel que f(x) = 0 (donc les antécédents de 0).

Remarque :
e Un nombre peut avoir plusieurs antécédents, mais au plus une image.

1.4 Exemples

, . . . —1—35X .
a) Déterminer le domaine de la fonction f : x — a1 et les antécédents de 1 et de 2 par f.
X_

condition : 4x—1#0 <:>4x¢1<:>x¢%

doncD,cR\{%}
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antécédentsde 1: f(x)=1 antécédents de 2 : f(x) =2
—1—3x=1 o —1—3x=2
4x -1 4x -1
< -1-3x=4x-1 < -1-3x=8x-2
< -7x=0 < -11x=-1

1
< x=0 SX= —
11

—-1-3x
4x-1

b) Déterminer le domaine et les racines de la fonction f définie par f(x) =
conditions :

-1-3x
(1):

4x -1

20 et (2):4x-1=20

1
(1):—1—3x=0<:>x=—§ 4x-1=0 ©4x=1<x=

FNEI

X -

N

~1-3x + 0 - -

4x—1 - - 0 +

—1-3x
4x -1

1 1 1
(2):4x-1%20 <:>4x;=1<:>x;tZ donch=[-§;—[

4

racines de f: f(x)=0
}—1—3
= X =0
4x -1
-1-3x

4x—-1
< -1-3x=0

=0

—-1-3x

c) Déterminer le domaine de la fonction f définie par f(x) = .
4x -1

conditions :

(1)—1—3x20c>—3x21c>xs—§

(2)4x-120 @ 4x21<x2

NI

(3) V4x-120<4x-120 <:>4x¢1<:>x¢% doncDs={}

Remarque :
On peut regrouper les conditions (2) et (3) en écrivant 4x—1 > 0.

d) Déterminer le domaine de définition de la fonction f : x — tan(2x + m).

condition : 2x + Tt # §+kn,keZ |-Tt
T
<:>2x¢—5+kn,keZ |:2

oxz-Lik-lkez donc Dr=R\{-=+k-Z= | ke Z}
42 4 2
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2 Comparaison de deux fonctions

2.1 Egalité de deux fonctions p.9

2.2 Restriction et prolongée d’une fonction [p.9

2.3 Fonction positive, négative [[p.9

2.4 Comparaison de deux fonctions [ p. 10

2.5 Fonction minorée, fonction majorée, fonction bornée [ p. 11

Remarque :

Si une fonction f est minorée, elle admet une infinité de minorants. On s’intéresse alors au plus grand minorant.

De méme, si une fonction f est majorée, elle admet une infinité de majorants. On s’intéresse alors au plus petit majorant.

Exemple :

Soit f une fonction telle que -10 < f(x) < 30 = -10 est un minorant et 30 est un majorant.

On a alors aussi : —1000 < f(x) < 1000 > -1000 est aussi un minorant et 1000 aussi un majorant.

Mais les renseignements compris dans « —10 < f(x) < 30 » sont plus précis que ceux dans « —1000 < f(x) < 1000 », d’ou I'intérét
de s’intéresser au plus petit majorant et au plus grand minorant.

2.6 Exemples

-9
a) Est-ce que les fonctions f(x) = X 3 et g(x) =x—3 sont égales ?
X+

¢ domaine de f e domainede g
condition: x+320< x#-3 domg=R
domf=R\{-3}

donc f # g car les deux fonctions n’ont pas le méme domaine de définition.

Remarque :
x* =9  (x—=3)(x+3)
VxeR\{-3}) : f(x) = = =x—-3=g(x)
( { }) Xx+3 Xx+3 &
On dit que : f est la restriction de g sur R \ { -3} (restriction, car le domaine est plus petit)
g est la prolongée de f sur R. (prolongée, car le domaine est plus grand)
x+1

b) Est-ce que les fonctions f(x) = [ 5 , 1 etg(x) = vx+2 -1 sont égales ?

e domaine de f e domainede g
conditions : (1) : x+220< x> -2 condition : x+220 < x> -2
(2) Vx+2+120< +x+2 #-1 vrail dom g =[-2; +oo[

dom f=[-2; +oo[

_ x+1 _ x+1 .\/X+2—1=(X+1)(“X+2_1):(X+1)(“X+2_1)=m_1 - (X)
VX+2+1 Wx+2+1 Jx+2-1 12 -12 (x+1) &

(Vx € [—2;+oo[) s f(x)

doncf=g.

3 Opérations sur les fonctions

3.1 Somme ou différence de deux fonctions [:1.4pp. 15,16 - 1.5pp. 16,17

3.2 Produit ou quotient de deux fonctions [:1.6 pp. 18,19
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4 Composée de deux fonctions

4.1 Définition

Soit f et g deux fonctions.

On appelle composée de f et g, on note fo g et on lit « f rond g » la fonction définie par : (f o g)(x) = f[g(x)]

4.2 Domaine de définition

Pour pouvoir calculer (f o g)(x), il faut que : x € domg et g(x) € domf.

Exemple :

Soit f(x) = x+2 et g(x) = X+ 3x.

Déterminer dom f, dom g et dom (f o g), puis calculer (f o g)(x)
e domaine de f: e domainedeg:
condition: x+220<x2-2 domg=R

dom f=[-2; +oo[

e domainedefog:

condition : g(x) € dom f
Sx+3x2-2
ox*+3x+220

a=1 A=b’—4ac=9"-4-1-2=9-8=1- 2 racines
b=3 b+J/A 3+1 341 2
c=2 X1 = = = =—=-1 et x,
2a 21 2
X | —oo -2 -1 +00
+3x+2 | + 0 - 0 +

doncdom (fog) =]-e0; =2[ U [-1; +oo]

(fog)(x) = flg(x)] = f(x* + 3x) = Vx* +3x+2

4.3 Décompositions de fonctions

_b-JA 3-V1 -3-1 -4

=2

2a 2-1 2 2

Parfois il peut s’avérer utile de procéder en sens inverse, c.-a-d. de décomposer une fonction en fonctions usuelles

« simples ». Ce sont les fonctions suivantes :

2 1 .
X>ax+b x> x xioVx x> = XH|X| XF>CosX  xb>sinx x> tanx
X
Exemples :
. . . . 3
Décomposer f en composée fonctions usuelles si a) f(x) = Vx> +3 et b) f(x) =
2Jx+5
a) Pour calculer f(x), on calcule e d’abord le carré de x, (x— x%)
® puis on rajoute 3 (x+—x+3)

* et ensuite on extrait la racine carrée.

(x— Vx)

donc f(x) = (iochog)(x)avecg:x— x>, h:x+—x+3 et i:x— NS

b) De méme, pour calculer f(x), on calcule d’abord la racine carrée de x, puis on multiplie par 2 et rajoute 5, ensuite on prend

I'inverse et finalement on multiplie par 3.

1
doncf(x) = (jeiohog)(x)avecg: x+— \/;,h:X'—>2X+5,i:Xr—>— et j:x—3x.

X
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5 Réciproque d’une fonction

5.1 Définition et propriétés [0 :pp.22-24

5.2 Fonction injective. Fonction réciproque. [ :pp. 24, 25

6 Variations des fonctions

6.1 Fonction strictement croissante. Fonction strictement décroissante.

|y {y
flu) Lo o= Cs
B :
L fommeeeeen S ,
fu) prmmmmeemm= ; ;
: P
X T
u v
u 1
On dit que f est strictement croissante sur un intervalle | On dit que f est strictement décroissante sur un intervalle |
si pour tous nombres u et v de l'intervalle lon a: si pour tous nombres u et v de I"intervalle lon a:
si u < v alors f(u) < f(v) si u < v alors f(u) > f(v)
Remarque :

En remplacgant les inégalités strictes (< et >) par des inégalités larges (< et 2) on obtient la définition des fonctions croissantes
et décroissantes. (donc sans « strictement »)

6.2 Fonction constante. Fonction monotone.

On dit que f est constante sur un intervalle | si pour tous nombres u et v de l'intervalle | on a : f(u) = f(v)

On dit que f est (strictement) monotone sur un intervalle | si elle est soit (strictement) croissante sur cet intervalle, soit
(strictement) décroissante sur cet intervalle.

6.3 Exemple
Soit f la fonction représentée sur le graphique ci-dessous.

o f est strictement croissante sur [-6 ; —3] et sur [2; 6].

o f est strictement décroissante sur [-3; 2] et sur [2; 6].

o f est strictement monotone sur [-6; 3], sur [-3; 2] et sur [2; 6].

e fn’est pas monotone sur [-6; 6] (car fy est d’abord croissante, ensuite décroissante et & nouveau croissante)
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7. Eléments de symétrie d’une courbe

7.1 Fonction paire. Fonction impaire.

Soit f une fonction définie sur dom f.
xedomf=-xedomf

(Vx edom f): f(—x) =f(x)

xedomf=-xedomf

f est paire & {
(Vx edom f): f(—x) = —f(x)

f est impaire <:>{

Propriété :
Si f est paire, G; est symétrique admet I'axe des Si f est impaire, alors G; admet I'origine O comme
ordonnées (Oy) comme axe de symétrie. centre de symétrie.

7.2 Axe de symétrie

Soit f une fonction définie sur dom f.
at+txedomf=a—-xedomf

Le graphe G; admet la droite d’équation x = a comme axe de symétrie <
(Vx edomf): f(a+x) =f(a—x)

7.3 Centre de symétrie

Soit f une fonction définie sur dom f.
at+xedomf=a—xedomf

Le graphe G; admet le point de coordonnées (a ; b) comme centre de symétrie < (a+x)+fla—x)

(Vxedomf)):]c 5 b

i 71y
Gy iT=a Gy

C(a;b)

1 5 6 7

fla=D)ifataz)

2 3 4
a—T g a+x

axe de sym'étrie X=a centre de symétrie (a; b)

7.4 Exemples
1) Déterminer le domaine et la parité des fonctions suivantes :
2x* -3 2x* -3 2x-3
fix— g:X— h:x—
[ x] X X

e domf=domg=domh-= R*, donc si x appartient au domaine, il en est de méme pour —x.

2(-x)’ =3 2x*-3

o (Vx edomf):f(-x)= f(x), donc f est paire.

[=x| x|
2(—x) -3 22X’ - 2x° —
o (Vxedomg):g(-x)= () -3 - 3 B 3 =—g(x), donc g est impaire.
—X —X
2(-x)-3 -2x*-3
e (Vxedomh):h(-x)= (( X))Z = Xz , donc h(-x) # h(x) et h(-x) # -h(x) ; h est ni paire, ni impaire.
—X X
2) Montrer que la droite d’équation x = 2 est un axe de symétrie du graphe de f : x— X —4x+7.
(VxeR): f2+X)=(2+X)°—4Q2+x)+7=4+4x+X -8 —-4x+7=x"+3

f2-X)=(2-X’—4Q2-X)+7=4-4x+X' -8 +4x+7=x"+3 =12 +x)

Donc la droite d’équation x = 2 est un axe de symétrie de G;.
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2
. e X" —5x+6 .
3) Montrer que le graphe de la fonction définie par f(x) = 1 admet un centre de symétrie.
X_
e domaine: condition:x—1#20<x#1 doncdomf=R\{1}.
(si(a; b)sontles coordonnées du centre de symétrie, le seul « candidat » pour a est 1, car le domaine doit étre « symétrique par rapportaa » )

o (VxeR\{1}):
f(1+x):(1+x)2—5(1+x)+6:1+2x+x2 —5—5x+6=x2—3x+2
1+x-1 X X
f(l_x):(1—x)2—5(1—x)+6:1—2x+x2—5+5x+6:x2+3x+2
1-x-1 —X —X
x*=3x+2 X +3x+2  —6X
ot f(1+x)+f(1—x): X X _ X :—_6:_
2 2 2 2

Donc le point de coordonnées (1 ; —3) est un centre de symétrie du graphe de f.

8. Fonction périodigues

8.1 Définition

Soit f une fonction définie sur dom f et un réel T.
xedomf=x+Tedomf

f est périodique de période T <
(Vx edom f): f(x + T) = f(x)

Remarque :
Si une fonction est périodique de période T, elle est aussi périodique de période kT, k € Z.
Si on détermine la période d’une fonction, on s’intéresse bien slr a la plus petite.

8.2 Exemples
1) Les fonctions cos et sin sont périodiques de période 2 ; les fonctions tan et cot sont périodiques de période m.
3
2) Déterminer le domaine la plus petite période des fonctions f : x — cos(3x +4) et g: x+— 2tan(ZX+ 1).
edomf=R
(Vx eR):f(x+T)=cos(3(x+T) +4) = cos(3x + 4 + 3T).
2
On sait que la plus petite période de la fonction cos est 2, donc 3T =2n<T= ?n .

3 3 2 4 4
e condition : —X+l¢£+kﬂ:,k€Z@—X¢E—1+kﬂ:,k€Z@Xi—n——+—kﬂ,k€Z
4 2 4 2 3 3 3

domg=R\{2—n—£+ikn|keZ}
3 3 3

(Vxedomg):g(x+T)= 2tan(@+1)=2tan(%+l+%)

- . 3T 4
On sait que la plus petite période de la fonction tan est i, donc T =neT= ?n




