Zc Calcul vectoriel dans I'espace 1

(& Géométrie synthétique dans I'espace & Rappels de calcul vectoriel dans le plan)

1 Géométrie synthétique dans I’espace — Résultats (figures 2 pp. 217-221 et 517-521)

Tous les résultats de géométrie plane sont valables dans tout plan de I'espace.

1.1 Détermination d’une droite, d’un plan
¢ Une droite est déterminée par deux points distincts.
¢ Un plan est déterminé par - trois points non alignés.
- deux droites sécantes.
- deux droites paralleles distinctes.

1.2 Position relative de deux droites

* Deux droites distinctes peuvent étre

- sécantes (un seul point en commun et coplanaires)

- paralléles (aucun point en commun et coplanaires)

- gauches (aucun point en commun et pas coplanaires)

- perpendiculaires (sécantes et formant un angle droit)

- orthogonales (si la parallele a I'une menée par un point de I'autre est perpendiculaire a celle-ci)

¢ Toute droite est parallele a elle-méme.

1.3 Position relative de deux plans

¢ Deux plans distincts peuvent étre

- sécants (une seule droite en commun)

- paralleles (aucun point en commun)

- perpendiculaires (I'un deux contient une droite perpendiculaire a I'autre)

¢ Tout plan est paralléle a lui-méme.

1.4 Position relative d’une droite et d’un plan

* Une droite et un plan ne contenant pas cette droite peuvent étre
- sécants (un seul point en commun)

- paralléles (aucun point en commun)

- perpendiculaires (la droite est orthogonale a toute droite du plan)

¢ Toute droite ayant deux points communs avec un plan, est entierement incluse dans ce plan.
¢ Toute droite incluse dans un plan est parallele a ce plan.

1.5 Propriétés

¢ Deux plans paralléles distincts sont coupés par un autre suivant deux droites paralleles.

¢ Deux droites paralléles a une méme troisieme sont paralléles entre elles.

e critere de parallélisme d’une droite et d’un plan
Une droite est parallele a un plan si et seulement si elle est paralléle a une droite de ce plan.

e critere de parallélisme de deux plans
Deux plans distincts sont paralléles si et seulement si I'un est paralléle a deux droites sécantes incluses dans |'autre.

e critere d’orthogonalité d’une droite et d’un plan
Une droite et un plan sont perpendiculaires si et seulement si la droite est orthogonale ou perpendiculaire a deux droites
sécantes de ce plan.

e critere d’orthogonalité de deux droites
Deux droites sont orthogonales si et seulement si 'une est incluse dans un plan perpendiculaire a I'autre.
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2 Caractéristiques d’un vecteur

Définition (caractéristiques d’un vecteur)
Un vecteur a trois caractéristiques : e une direction,
® un sens,
e une longueur.
Deux vecteurs sont donc égaux, s’ils on méme direction, méme sens et méme longueur.

Exemples

e

méme direction
méme sens
méme longueur
égaux

3 Opérations sur les vecteurs

3.1 Addition

Méthode (addition de vecteurs)
Pour additionner des vecteurs, on les met bout a bout (origine — extrémité — origine — extrémité...).
Le vecteur résultant a I'origine du premier vecteur et I’extrémité du dernier vecteur de la somme.

Exemple
e :‘N‘:“ N
i/ T

3.2 Soustraction

Méthode (soustraction de vecteurs)
Pour soustraire un vecteur d’un autre, on additionne son opposé.
(L'opposé d’un vecteur est un vecteur de méme longueur, de méme direction, mais de sens opposé.)

3.3 Multiplication d’un vecteur par un réel

Définition (multiplication d’un vecteur par un réel)
Le produit d’un vecteur par un réel positif k est un vecteur ¢ de méme direction,

e de méme sens,

¢ de longueur multipliée par k.
Le produit d’un vecteur par un réel négatif k est un vecteur ¢ de méme direction,

¢ de sens opposé,

¢ de longueur multipliée par -k.

Exemples
a — __@-—» - _a
-2u
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4 Vecteurs et repeéres ; coordonnées d’un vecteur

4.1 Dans le plan

Définition (coordonnées d’un vecteur dans le plan)

Soit i etf deux vecteurs de directions différentes. On appelle (ﬁ) une base de vecteurs du plan.

Tout vecteur u peut se décomposer de sorte que u=xi+Yyj . x et y sont alors les coordonnées du vecteur u .

On note : a( J
y

Remarques
« La base est dite orthogonale si i et] sont orthogonaux (angle de 90°).

¢ La base est dite normée si i et j ont méme longueur.

* La base est dite orthonormée si i etf sont orthogonaux et ont méme longueur.

4.2 dans 'espace

Par analogie avec ce qui précede, on définit les coordonnées d’un vecteur dans I'espace :

Définition (coordonnées d’un vecteur dans I'espace)

Soit i ,i et k trois vecteurs de directions différentes. On appelle (T,],E) une base de vecteurs de I'espace.

Tout vecteur u peut se décomposer de sorte que u=xi+yj+zk . x, y et z sont alors les coordonnées du vecteur u .
X
Onnote: u|y

z

5 Vecteurs et points

Résultat (coordonnées d’un vecteur dans le plan)

Soit A(Xa; ya) et B(xg; yg) deux points du plan muni d’un repére (O,T,]) .

[ Xy =X,
Alorsona: AB .
yB_yA

Résultat (coordonnées d’un vecteur dans I'espace)

Soit A(Xa; Ya ; za) et B(xg; Vs ; zg) deux points du plan muni d’un repére (O,T,],E) .
Xg —Xp

Alorsona: AB Ve —VYa

2y —Z,

Exemple

A(1;2)etB(5;5)

—.(5-1 —_.[4
alors AB = AB
5-2 3
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6 Propriétés sur les coordonnées des vecteurs

Résultats (propriétés sur les coordonnées d’un vecteur)

dans le plan: dans I'espace :
Le plan est muni d’un repére (O,ﬁ) . L’espace est muni d’un repere (O,ﬁ,E) .
X x'
o X - XI o - 1
Soit u etu'| | |. Soit uly |et u'ly
y y ,
z z
. x=x'
. X=X - -
Les vecteurs u et u' sont égaux si et seulement si { , Les vecteurs u et u' sont égaux si et seulementsi {y=y'.
y=y
z=17'
c kx
- X -
Les coordonnées du vecteur ku sont (k j Les coordonnées du vecteur ku sont | ky |.
y
kz
X+x'
) S — x+x' ) S .
Les coordonnées du vecteur u + u' sont e Les coordonnées du vecteur u+u' sont | y+y
y+y ,
z+z

Exemples
L’espace est muni d’un repére (O,T,],E) .

a) Soit les points A(4; -1;3), B(-3;2; 0) et C(1; 2 ; -1). Déterminer les coordonnées de AB et AC.

-3-4 -7 1-4 -3
AB 2—(-1) — AB| 3 et AC|2—(-1) |=AC| 3
0-3 -3 -1-3 -4

b) Déterminer les coordonnées de u=3AB—2AC.

-7 -3 -21+6 -15

313 |-2| 3 |=| 9-6 |=| 3

-3 -4 -9+8 -1
-15
donc u| 3
-1

c) Déterminer les coordonnées de D pour que AB=CD.

X, —1
Soit D(Xp ; Yo ; Zp). Alors cD Yp —2
z,+1

—7=x,-1 —7+1=x, X, =—6

AB=CD&{ 3=y, -2 <4 3+2=y, <4y, =5 doncD(-6;5;-4).
3=7,+1 3-1=z, 2, =—4
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7 Milieu d’un segment

Propriété (milieu d’un segment)

Soit A, B deux points du plan.

| est le milieu de [AB] < Al=IB
<IA+IB=0 o~t+—o—+—°

< AB=2Al.

Résultat (coordonnées du milieu d’un segment)

dans le plan :

Soit A(Xa; Ya) et B(xg; ys) deux points du plan muni d’un repére (O,ﬁ) .

+ +
Alors les coordonnées du milieu | de [AB] sont : (%,M]

2

dans I'espace :

Soit A(Xa; Ya; za) €t B(xg; Y& ; zg) deux points de I'espace muni d’un repére (O,ﬁ,ﬂ .

+ + +
Alors les coordonnées du milieu | de [AB] sont : (XA . Xe ;yA . Ye ;ZA . % ) .

Exemple
L’espace est muni d’un repere (O,T,],E) .Soit les points A(1;2;-3),B(-2;4;0)etC(3;0;-2).

Soit A’=mil[BC], B’=mil[AC] et C’=mil[AB].

Alors : A" —2+3;4+O;O+(—2) N 1;2;_1 Y 1+3;2+0;_3+(_2) Y 2;1;5
2 2 2 2 2 2 2 2

ot C' 1+(—2);2+4;—3+0 o _1;3;_§
2 2 2 2 2

8 Vecteurs colinéaires

Définition (vecteurs colinéaires)
Deux vecteurs sont colinéaires s’ils ont la méme direction, donc si I'un des deux est égal au produit de I'autre par un réel k.

Donc : u etv sont colinéaires < (3 k € R) u=kv (3 k € R : il existe un réel k)
Exemples
4 -2 -6
Soit les vecteurs u| —2 , v 1 , w| 3 |ettlb (aveca, b € R)
-6 3 -9
a) Est-ce que les vecteurs u et v sont colinéaires ?
4 -2 4 =-2k k=-2
u etv sont colinéaires < (I k e R) u=kves| -2 |=k| 1 |[<{-2=k <{k=-2
-6 3 —-6=3k k=-2

donc u=-2vet u etv sont colinéaires.

b) Est-ce que les vecteurs u et w sont colinéaires ?
4 -6 4 =-6k k=-2

u et w sont colinéaires < (3 k € R) u=kw < | -2 [=k| 3 |<={-2=3k <{k= -2 donc u etw ne sont pas colinéaires.
-6 -9 —-6=-9k k=2
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c) Déterminer les réels a et b pour que les vecteursu et t soient colinéaires.

4 a 4 =ka k=% (1)
u et t sont colinéaires < (3 k € R) u=kt<| -2 |=k| b | << -2=kb< k=2 (2
-6 5 -6=5k |k==% (3)
6 20 10
(3)dans(1): —=—<«< -6a=45< a=—=—"—
—6 3
—6 -1 5
(3)dans(2): —=—<-6b=-25< b=—-=—
5 — 3
10
3
donc t| 2
5
9 Norme d’un vecteur
Résultats (norme d’un vecteur)
dans le plan : dans I’espace :
Le plan est muni d’un repére orthonormé (O,T,]) . L’espace est muni d’un repére orthonormé (O,T,],E) .
X
~(x -
*Soit u[ J un vecteur du plan. eSoit u| y |un vecteur de I'espace.
y z
La longueur du vecteur u appelée norme de u La longueur du vecteur u appelée norme de u
et notée "ﬁ” est calculée par : et notée "ﬁ” est calculée par :

"u”:\/xZ +v° "u”:\/x2 +y+7

*Soit A(Xa; Ya) et B(xg; ys) deux points du plan. oSoit A(Xa; Ya; za) et B(xg; Y& ; zs) deux points de I'espace.
La longueur du vecteur AB appelée norme de AB La longueur du vecteur AB appelée norme de AB

et notée "ﬁ" est calculée par : et notée "ﬁ" est calculée par :

48] = (%0 =%, ) +(va =y, ) [A8] =y (%0 =%, )+ (v =va )" + (20 =2.)

Remarques :

¢ Au lieu de noter ”ﬁ" (norme du vecteur), on peut aussi noter AB (distance de A a B).

e Pour établir la formule ”KB”zJ(xB —X, )2 +(Ys —VYa )2 dans le plan, on utilise le théoreme de Pythagore dans le triangle

. — |2 2 2
rectangle de la figure du paragraphe 5 page 3 : ”AB” =(xs =%,) +(Ys —Va)

Exemple
Le plan est muni d’un repére (O,T,],E) . Soit les points A(5;0;-2)etB(3;2;2).

Calculer AB.

AB=(3-5) +(2-0) +(2+2) =(-2)’ +2 +4* =Ja+4+16 =24 =26
Remarque : \/Z:\/R:\/Z-f:Z\/g
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10 Droites paralléles, points alignés

Propriété (condition de parallélisme)

Les droites (AB) et (CD) sont paralléles si et seulement si les vecteurs AB et CD sont colinéaires.

Propriété (condition d’alignement)

Les points A, B et C sont alignés si et seulement si les vecteurs AB et AC sont colinéaires.

Remarque

Pour I'alignement de trois points, il suffit que deux vecteurs ayant comme extrémités ces trois points soient colinéaires.

Donc: ABetAC ou BA etBC ou CBetAC ou ...

Exemples

L’espace est muni d’un repere (O,T,T,E) . Soit les points A(5;0;-2),B(3;2;2),C(1;0;1)etD(-2;3;7).

a) Est-ce que les points B, C et D sont alignés ?

B, C et D sont alignés

< BC et BD sont colinéaires
< (FkeR) BC=kBD

1-3 —2-3
0-2|=k| 3-2

1-2 7-2
—2=-5k

-2=k

—1=>5k

Donc B, C et D ne sont pas alignés.

b) Est-ce les droites (AB) et (CD) sont paralléles ?

(AB) et (CD) sont paralleéles
< AB et CD sont colinéaires
< (3keR) AB=kCD

3-5 -2-1
2-0|=k| 3—-0

2+2 7-1
-2=-3k

2=3k

N
Il
o)}
~

~ X
Il
win win wiN

Donc (AB) et (CD) sont paralléles.

c) Déterminer les réels a et b pour que A, B et E(a; -3 ; b) soient alignés.

A, B et E sont alignés
< AB et AE sont colinéaires

< (FkeR) AB=KAE

3-5 a-5 -2 =k(a—5) k== (1)
<|2-0|=k| -3-0|<=<2=-3k <k=-% (2)

2+2 b+2 4 =k(b+2) k=75 (3)
(2)dans(1):—%zi@—z(a—5)=—6<:>a—5=3<:>a=8

4

(2) dans (3) : —éz—@—Z(b+2)=12<:>b+2=—6<:>b=—

b+2

8 donc E(8;-3;-8)
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11 Parallélogrammes

Propriété (parallélogramme et vecteurs) 8

ABCD est un parallélogramme si et seulement si AB=DC .
(ou bien AD=BC ou DA=CB ou ...) c

Exemple
L’espace est muni d’un repere (O,T,],E) . Soit les points 1(5;3;-1),J(-3;5;2)etK(2;0;-1).

Déterminer le point L pour que IJKL soit un parallélogramme.

(IJKL) est un parallélogramme

-3-5) (2-x, -8=2-x, [x =10
ol=lKe| 5-3 =]y, |o{2=-y, o<y =-2
2+1 -1-z =-1-z z, =4

L L L

donc L(10; -2 ; -4)

12 Equations de droites

12.1 Vecteur directeur
Deux points distincts A et B définissent une droite (d).

La direction de cette droite est celle du vecteur AB.
Le vecteur AB est appelé un vecteur directeur de la droite.
Tout vecteur u colinéaire 3 AB est aussi un vecteur directeur.

Un point M appartient a (d) si et seulement si les vecteurs
AM et AB sont colinéaires.

Exemple :
Sur la figure, M, M’ et M”’ appartiennent a la droite (d) : AM, AM', AM" et AB sont colinéaires.
Le point N n’appartient pas a la droite (d) : AN et AB ne sont pas colinéaires.

12.2 Equations paramétriques d’une droite

Exemple

~(2
Soit (d) la droite passant par A(1 ; -1) et de vecteur directeur U[J .

M(x ; y) € (d)
< AM et u sont colinéaires
< (FkeR) AM=ku

x—1 2 x—1=k-2 x=2k+1
& =k = =
y—(-1) 1 y+1=k-1 y=k-1
Le dernier systeme obtenu s’appelle un systéeme d’équations paramétriques de la droite (d).

Dans ce systéme, le role du paramétre est joué par le réel k.

On peut donner n’importe quelle valeur a k : le point (x ; y) obtenu appartient toujours a la droite (d).

Remarque
L’expression AM=ku aveck € R est appelée une équation vectorielle de la droite (d)
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Pour s’en convaincre :

x=2-1+1=3 Xx=2-2+1=5 x=2-3+1=7
k=1: -2 (3;0) k=2: -2 (5;1) k=3: 2(7;2)
y=1-1=0 y=2-1=1 y=3-1=2
x=2-4+1=9 x=2-0+1=1 x=2-0,5+1=2
k=4: -2 (9;3) k=0: 2> (1;-1) k=0,5: - (2;-0,5)
y=4-1=3 y=0-1=-1 y=0,5-1=-0,5
x=2.02+1=1,4 x=2-(-1)+1=-1 x=2-(-2)+1=-3
k=0,2: 2>(1,4;-0,8) k=-1: 2>(-1;-2) k=-2: 2 (-3;-3)
y=0,2-1=-0,8 y=-1-1=-2 y=-2-1=-3
Remarque

On retrouve les coordonnées de A et de u dans
le systeme d’équations :

x=2k+1
(d)=
y=1k-1

1y
R

Cas général (équations paramétriques d’une droite dans I'espace)

On peut généraliser le résultat précédent a I'espace muni d’un repére (O,T,E,E) :

o

Soit (d) la droite passant par A(xa ; Ya ; Za) et de vecteur directeur u B
Y

M(x;y;z) € (d)

< AM et u sont colinéaires

< (FkeR) AM=ku

X=X, o x—x, =ka x=ko+x,
S[YYa |ZK B[SV -V,=kB =y =kB+y,
z-12, Y z-z, =ky z=ky+z,

12.3 Equations cartésiennes d’une droite

Exemple 1

~(2
Soit (d) la droite passant par A(1 ; -1) et de vecteur directeur U[J .

D’aprésb)ona: (d) y=k-1 ()

(2’)dans (1) : x=2(y+1)+1
Sx=2y+2+1
<x-2y-3=0 donc(d)=x-2y—-3=0

{x:2k+1(n

(2):k=y+1 (2')

Cette derniére équation est une équation cartésienne de la droite (d). Elle ne contient pas de paramétre.
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Exemple 2
-1
Soit (e) la droite passant par B(2 ; -1 ; 4) et de vecteur directeur vl 3
1
M(x;y;z) € (e)
< BM et v sont colinéaires
< (FkeR) BM=kv
X—=2 -1 x—2=k-(-1) x=—k+2 (1)
<l y—(-1) |=k| 3 |©y+1=k-3 <<y=3k-1 (2)
z-4 1 z-4=k-1 z=k+4 (3)
(3):k=z-4 (3')
(3’)dans (1) : x=-(z—-4)+2<=>x+z-6=0
(3')dans (2):y=3(z-4)-1<y-3z+13=0
x=—k+2
X+z—-6=0
Finalement : (dy=qy=3k-1 ou bien (d)E{
y—3z+13=0
z=k+4
systeme de 3 équations paramétriques systeme de 2 équations cartésiennes

Ces deux systémes représentent bien évidemment la méme droite.

Remarque :
Si on ne connait pas de vecteur directeur d’une droite, mais deux points de cette droite, alors le vecteur qui a pour

extrémités ces deux points est un vecteur directeur de cette droite.
Ainsi p.ex. AB est un vecteur directeur de la droite (AB).

13 Equations de plans

13.1 Equations paramétriques d’un plan

Un plan (P) a deux vecteurs directeurs non colinéaires U et v .
Le plan (P) est alors I'ensemble des points M tels que : AM=kii+hv aveck, h e R.

Cette derniére expression est appelée I'équation vectorielle du plan (P).

Exemple
2 4
Soit (P) le plan passant par A(3 ; -1 ; 2) et de vecteur directeurs U] 1 | et v| -1
-3 2
M(x;y;z) € (d)
< AM, U et V sont coplanaires
& (3k,heR) AM=kii+hv
x—3 2 4 x—3=k-2+h-4 x=2k+4h+3
<|y—(-1) |=k| 1 |[+h|-1|<y+1=k-1+h-(-1])={y=k—-h-1
72-2 -3 2 z-2=k-(-3)+h-2  |z=-3k+2h+2

Le dernier systéeme obtenu s’appelle un systéme d’équations paramétriques du plan (P).
Dans ce systeme, le role des parameétres est joué par les réels k et h.
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Cas général (équations paramétriques d’un plan dans I'espace)
On peut généraliser le résultat précédent a I'espace muni d’un repere (O,TJ,E) :
o o'

Soit (P) le plan passant par A(xa ; Ya ; za) et de vecteurs directeurs non colinéaires u B |et v §

Y Y
M(x;y;2z) € (P)
P m, U et v sont coplanaires
& (3k,heR) AM=kii+hv

X=X, a o' x—x, =ka+ha' x=ko+ha'+x,
<|ly-vy, |=k|B |[+h B' |[©y-y,=kB+hB' & {y=kB+hB'+y,
z-1, Y Y z—z, =ky+hy' z=ky+hy'+z,

13.2 Equation cartésienne d’un plan

Exemple
On reprend le plan (P) du paragraphe 13.1.

x=2k+4h+3 (2)
Un systéme d’équations paramétriques est: <y=k—h-1 (2)
z=-3k+2h+2 (3)
Ona:
(2):k=y+h+1(2)
(2’)dans (3):z=-3(y+h+1)+2h+2
&z=-3y-3h—-3+2h+2
< h=-3y-z-1(3)
(3')dans (2') :k=y+(-3y-z-1)+1
< k=-2y-2z (27)
(2”) et (3')dans (1) :x=2(-2y-z) +4(-3y—-z—-1) +3
SXx=-4y—2z -12y—-4z-4+3
< x+16y+6z+1=0

L’expression x + 16y + 6z + 1 = 0 est une équation cartésienne du plan (P).

Montrons encore que le point A(3 ; -1 ; 2) est effectivement dans ce plan :
]

3+16-(-1)+6-2+1=3-16+12+1= 0

Remarque :

Si on ne connait pas de vecteurs directeurs d’un plan, mais trois points non alignés de ce plan, alors on construit les vecteurs

directeurs a I'aide de ces trois points.
Ainsi p.ex. AB et AC sont des vecteurs directeurs du plan (ABC).




