ZG 1 Fonctions et graphiques

e algebre élémentaire (effectuer, factoriser, simplifier des fractions, résoudre des équations...)
e équations et inéquations du second degré
¢ schéma de Horner

BAGAGE

1.1 Généralités

¢ domaine de définition d’une fonction : dom f

¢ ensemble des images d’une fonction : im f

¢ graphe cartésien d’une fonction : G;

e fonction paire, impaire

e fonction constante, (strictement) croissante, (strictement) décroissante
* minimum, maximum d’une fonction

1.2 Fonctions homographiques
ax+b

- 1
¢ graphe cartésiende f: x> —,f: x>m+ x>
X X+p cx+d

* asymptote horizontale, asymptote verticale

1.3 Comparaison de deux fonctions

e fonctions égales

e restriction d’une fonction, prolongement d’une fonction

e fonction (strictement) positive, (strictement) négative

e fonction f (strictement) inférieure, (strictement) supérieure a g
e fonction majorée, fonction minorée, fonction bornée

e majorant, minorant

1.4 Somme ou différence de deux fonctions
e fonction somme de fet g : (f + g)(x) = f(x) + g(x)
e fonction différence entre f et g: (f — g)(x) = f(x) - g(x)

PLAN DU CHAPITRE

1.5 Graphique
« graphe cartésien de f(x) + k, de f(x) + g(x)

1.6 Produit ou quotient de deux fonctions
e fonction produitde fet g : (f - g)(x) = f(x) - g(x)

» fonction quotient de f par g : (i](x) _fx
g 8(x)

1.7 Composée de deux fonctions
« fonction composée defetg: (fog)(x) = f(g(x))

e décomposition de fonctions

Exercice d’introduction
Les colts de productlon en € de g milliers de t-shirts sont modélisés par la fonction ¢ définie par
C(q) = 0,2q° - g° + 80q +24000 avec q < [0;60].

a) Combien co(te la production de 20000 t-shirts ?

b) Combien colte la production d'un seul t-shirt si on en produit 20000.
2° Mémes questions avec 40000 t-shirts.

3° Mémes questions avec 60000 t-shirts.

4° Que remarque-t-on ?
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Solutions finales de certains exercices (1)

Exercice 3

1) [ten°c [10[20

40 | 60 | 80 | 100

f(t)en% | 20 | 40

100 | 50 | 20 | 6

2) A 40°C, la poudre a la plus grande efficacité.
3) A 29°C et 4 51°C, la poudre a une efficacité de 80 %.
4) Sur l'intervalle [27 ; 53], I'efficacité est supérieure a 70 %.

5) Sur le graphe on peut relever certaines informations du premier coup d’ceil.

6) La fonction est croissante sur [0 ; 40] et décroissante sur [40 ; 100].
Elle admet un minimum en 0 et en 100 et un maximum en 40.

Exercice 6
condition dom f ensemble des racines
1) | 4" -9x %0 R\{O;E} @
7 7
2) | 7-3x20 -0, = -
) X ] 3] {3 }
3) | aucune R {-5;1}
4) | x(x=-3)(5-x)#0 | R\{0;3;5} @
5) | (x+2)(x-3)20 J-o0; =2] U[3; +oo[ | @
6) | X'-4>0 J-oo; —2[U]2; 4eo[ | @
7) | X’ —4x+420 R\{2} @
8) | aucune R {1}
) 5 5
9) | -9x" +30x—2520 | {=} {=}
3 3
Exercice 11
a)1)S={-5,7;7} 2)S={6,2;-5} 3)S={-7;-2;3;8}

b)1)S=[-8;-57[V]7; 8]

c)f(x)<1sixe]-6,3;7,5]
g(x)21sixe[-6,5;-2,6]U[3,8;7,7]

Rectificatif

exercice de la feuille « signe d’'un polynéme »

m)domf=]%;+o<>[

2)S=[-8;-7,5[U[-2,7; 2]

doncS=1-6,3;-2,6]U([3,8;7,5]

n)domf=]-c0;4] u]%;+o<>[

4)S={-4,7,3}

3)S=1-8;-6,4[U]7,6; 8]

5)S={-6,4;0;7,6}

4)S=[-6,4;7,6]




ZG 1 Fonctions et graphiques

Exercices 16 a 19

16-1) pas de racines
AH.:y=0;AV.:x=0
centre (0; 0)

16-2) pas de racines
AH.:y=0;AV.:x=1
centre (1;0)

16-3) racine: x=1
AH.:y=1;AV.:x=0
centre (0; 1)

16-4) racine : -4
AH.:y=1;AV.:x=-2
centre (-2; 1)

19-1) fix) = 2+
X

racine: 0,5
AH.:y=2;AV.:x=0
centre (0; 2)

19-2) f(x) = 1+L
x—1

racine: -1
AH.:y=1;AV.:x=1
centre (1; 1)

4

19-3) f(x) = 2—
1 x+0,5

racine: 1,5
AH.:y=2;AV.:x=-0,5
centre (-0,5; 2)

7
19-4) f(x) =2,5+——
X—2

racine : 0,5
AH.:y=25;AV.:x=2
centre (2; 2,5)

Exercice 17

1) C;centre (0; 1)
AH.:y=1;AV.:x=0

2)B; centre (2;-1)
AH.:y=-1;AV.:x=2

3)D; centre (-1;0)
AH.:y=0;AV.:x=-1

4) A ; centre (0; 2)
AH.:y=2;AV.:x=0

Exercice 18

1
a) f(x) = m

2. %
b) fx) = 14—

1,5
X

c)f(x)=1+

d) f(x) = —1+i
x+1
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Exercice 23
1) f#g, carf(x) = |x]| #g(x)

2)f#g cardomf=Retdomg=[0; +oo[

3)f=g, cardom f=dom g=R et g(x) =v/x’ =6x+9 = /(x-3)’ =[x —3|=f(x)

4)fzg cardomf=[2 ;+oo[etdomg=R
5)f#g,cardomf=]-00;-2]U[1;+oo[ etdomg=[1; +oo[

6)fzg cardomf=R\{l}etdomg=R
x*—5x+4 (x—-1)(x—4)
x—1 x—1

remarque : sur R\ {1} : f(x) = =x—-4=g(x)

7)f#g,cardomf=]-o00; -3[U[2; +oo[ etdom g=[2; +oo[

\/;—1.£:(\/__1)‘\/;:X—\/;:
9)fzg,cardomf=[2;3[U]3;+oo[etdomg=[2; +oo[
remarque : sur[2;3[U]3; +oo[:

x=3  Jx—2+1  (x=3)(Vx=2+1)  (x-3)(Vx-2+1) (x-3)(vx-2+1)

8)f=g,cardomf=domg=1]0; +eo[ et f(x)= g(x)

f(x) = : = = = =Jx—2+1=
R v SIS R w SP] (V—2-1)(Vx-2+1) k=2 -1* x—3 x=2+1=g()
Exercice 26

a)domf=[-4; 4]

b) 1) f est positive sur [4; -1] U [2; 3]
2) f(x)<0sur]-1;2[U]3;4]

3) f(x) + 220 < f(x) 2 -2 sur [-4 ; 4]

Exercice 28
a)f<gsur]-3;1,5]

b) f(x) = g(x) sur [-4 ; -3] U 11,5; 4]

Exercice 30
1) f est minorée, majorée et donc aussi bornée (plus petit majorant : 3 ; plus grand minorant : -1)

2) f est majorée (plus petit majorant : 2)

3) f est minorée (plus grand minorant : -2)

4) f est minorée, majorée et donc aussi bornée (plus petit majorant : 1 ; plus grand minorant : -1)
5) f est minorée (plus grand minorant : -4)

6) f est majorée (plus petit majorant : 0)
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Quelques exercices supplémentaires... en cas de besoin

Exercice A
Voici le graphe cartésien d’une fonction f :

.

¥

a) Déterminer dom f et im f. f) Résoudre I'inéquation f(x) < 2.

b) Quelle est la valeur de f(5). g) Résoudre I'équation f(x) —3 = 0.

c) Que vaut I'image de -3 ? h) Sur quel(s) intervalle(s) la fonction f est-elle croissante ?
d) Quelles sont les racines de f ? i) Sur quel(s) intervalle(s), la fonction f est-elle positive ?
e) Résoudre I'équation f(x) = - j) La fonction f est-elle minorée ? majorée ? bornée ?

Exercice B
Voici les graphes cartésiens de deux fonctions f et g:

b

! I)(
6 7
-1
2]
a) Déterminer dom f, im f, dom g et im g. c) Résoudre I'équation f(x) = g(x).
b) Quelles sont les racines de f ? d) Résoudre I'inéquation f(x) = g(x).
Exercice C

Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes :

1 X 3 5x+4

a)f()()_;erz+4x+3_x2—1 d) flx) = +8

_ \/; x—1 Vx> =9

b) f(x) = x—1+x+3 e) f(x) = \/—7
¢) f(x) = \/—Viz:: f) f(x) = Vx +2+/x — 4 —/5-2x
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Exercice D
Est-ce que dans les cas suivants, f=g ?
2
+X—6
a)f(x)=x+3 et g(x)= X2
x—2
_x+3 x+3vx

b)) = 2 et gbg =

c)f(x)= |x+5| et g(x)= vx* —10x+25

Exercice E
Tracer le graphe des fonctions suivantes, puis indiquer I'équation de chaque asymptote et les racines éventuelles :
2 -1 2x+4
a)f(x)=2+—— b) f(x) = -3 c) f(x) =
)= 2+ )= — )= 2
Exercice F

Trouver I'équation des courbes suivantes :

|3 Y v
[ N H
[+ T
B

1 H

H H

/ H 2l
H H

H 0 5 H

H

- - H
H

H

H

a)
Exercice G
2
Soit les fonctions suivantes : f(x) = x>+ 2x  g(x) = X3 et h(x)=vx.
X+

1) Déterminer dom f, dom g et dom h.

2) Déterminer le domaine de définition et I'expression analytique des fonctions suivantes :

a)fog b) hof c)hog d)hogof e)i
g
Exercice H
Décomposer les fonctions suivantes en composée de fonctions usuelles* :
a) f(x) = V3x* +8 b) f(x) = (3&+s)2 Q) f(x) = —— 45 d) fix) = ——

X+2 W

. 1
*fonctions usuelles : x—ax+b  xi>x* x—=x x> = X > ||
X
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Solutions finales de certains exercices (2)

Exercice 39

e)1)dom(fohog)=R\{1};(fohog)(x)=( _ZJ -

<
|

2) dom (gofoh) =R ; (gofoh)(x) = (‘_Zj 1o
X

3)dom (gohof) =R’; (gofoh)(x) = —=—1=
X

— X -2-X
)

g
NN
N

4) dom (heofog) =R\ {1} ; (hofog)(x) =

(x—1)2 "X —2x+1

Exercice 41

1) f(x) = (hog)(x) avec g(x)=x> et h(x) =1 —x

2) f(x) = (hog)(x) avec g(x)=1-x et h(x)=x

3) f(x) = (hog)(x) avec g(x)=2-x et h(x) = v/x

4) f(x) = (iohog)(x) avec g(x) =x* et h(x)=4—x et i(x) = Jx

5)f(x) = (kojoiohog)(x) avec g(x)=x-1 et h(x)=x" et i(x) = Ix et j(x) = 1 et k(x) =-x
X

Encore quelques exercices supplémentaires...

Exercice |
Soit f(x) =3x+4 etg(x)=-2x+m
Déterminer m pour que fog =gof.

Exercice J
Soit les trois fonctions définies par: g(x) =x+2 et h(x) = X’ et i(x) = 1
X
Décomposer les fonctions suivantes en utilisant g, heti:
1 1 1 1 .Y
a)f(x) = —— b) f(x) = = +2 c) f(x) = - d) f(x) = (—+2)
(x+2) X x* +2 X
Exercice K
Décomposer les fonctions suivantes en composée de fonctions usuelles™* :
2 6 -2
a) f(x) = /2|x|+1 b) f(x) = (—4/x +3 ) f(x) = ———1 d) f(x) = ———+5
( ) 2x+7 —(2x+1)7 -1

. 1
*fonctions usuelles : x> ax+b  x>x>  x>JXx x> - X > ||
X




