ZG Calcul vectoriel dans I'espace (EM 54, chapitre 7) 1
(Rappel : calcul vectoriel dans le plan)

1. Caractéristigues d’un vecteur

DEFINITION
¢ une direction,

Un vecteur a trois caractéristiques :
e un sens,

¢ une longueur.
Deux vecteurs sont donc égaux, s’ils on méme direction, méme sens et méme longueur.

méme direction
méme sens
méme longueur
égaux

(caractéristiques d’un vecteur)

2. Addition de vecteurs

(opposé d’'une somme)

| METHODE
Pour additionner des vecteurs, on les met bout a bout (origine — extrémité — origine — extrémité...).
Le vecteur résultant a I'origine du premier vecteur et I'extrémité du dernier vecteur de la somme.

Exemple

Additionner les vecteurs dans les 6 cas suivants :

-
J N
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3. Multiplication d’un vecteur par un réel

(multiplication d’un vecteur par un réel)
Le produit d’un vecteur par un réel positif k est un vecteur ¢ de méme direction,

e de méme sens,

¢ de longueur multipliée par k.
Le produit d’un vecteur par un réel négatif k est un vecteur e de méme direction,

e de sens opposé,

e de longueur multipliée par -k.

Exemples
i _ 0,50 . i
-2u
3u -

. - 3-
Construire les vecteurs —2u et Eu.

U/v
4. Vecteurs et repéres ; coordonnées d’un vecteur

4.1 Dans le plan

DEFINITION (coordonnées d’un vecteur dans le plan)

Soit i et] deux vecteurs de directions différentes. On appelle (T,]) une base de vecteurs du plan.

Tout vecteur u peut se décomposer de sorte que u=xi+Yj . x et y sont alors les coordonnées du vecteur u .

~(x
Onnote:u( j
y

Remarques
¢ La base est dite orthogonale si i et] sont orthogonaux (angle de 90°).

¢ La base est dite normée si i et j ont méme longueur.

* La base est dite orthonormée si i et] sont orthogonaux et ont méme longueur.

-
S
—_——
Exemples ..T

0 -
t[_3j - B =y / "

u

(a2

!--—--—--—--

——p— — |
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Lire les coordonnées des vecteurs suivants :

?L
J.. -
- ﬁ q
p \
->
r

t

—ry
u

wl

Soit (T]) une base orthonormée. Construire les vecteurs suivants :
(2 ~(=2) —(0) (2 (-3} (2) (-4 (-1
u v w p q r s t

4 1 4 -2 0 —4 -3 1

4.2 dans 'espace

Par analogie avec ce qui précede, on définit les coordonnées d’un vecteur dans I'espace :

DEFINITION (coordonnées d’un vecteur dans |'espace)

Soit i ,] et k trois vecteurs de directions différentes. On appelle (T,],E) une base de vecteurs de |'espace.

Tout vecteur u peut se décomposer de sorte que u=xi+Yyj+zk . x, y et z sont alors les coordonnées du vecteur u .
X
Onnote: u|y|.

z

figures : voir livre EM, chapitre 4

5. Vecteurs et points

(coordonnées d’un vecteur dans le plan)
Soit A(Xa; ya) et B(xg; yg) deux points du plan muni d’un repére (OT]) .
(X, —X
Alorsona: AB[ ® A].
yB _yA

Exemple

A(1;2)etB(5;5)

_.(5-1 —(4
alors AB = AB
5-2 3

A Xg
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RESULTAT (coordonnées d’un vecteur dans |'espace)

Soit A(Xa; Ya ; za) €t B(xg; Ya ; zg) deux points du plan muni d’un repére (O,T,E,E).

Xg —X

Alorsona: AB Ys —VYa

A

Zy =17,

L’espace est muni d’un repere (O,i,j,k) .

Soit les points : A(1;-2;3),B(5;0;2),C(3;-3;0)etD(0;-5;4).

Calculer les coordonnées des vecteurs AB, AC, BC, BD, CD, DA, DB et CB.

6. Propriétés sur les coordonnées des vecteurs

(propriétés sur les coordonnées d’un vecteur)
dans le plan : dans I’espace :
Le plan est muni d’un repére (O,T,f) . L’espace est muni d’un repere (O,T,],E) .
. X X'
o ~(x —(x - —|
Soit u etu'| |. Soit ul y |et u'|y
y y .
z z
. x=x'
- - , . . X=X - - , . . 1
Les vecteurs u et u' sont égaux si et seulement si c Les vecteurs u et u' sont égaux si et seulementsi ty=y'.
y=y
z=12'
c kx
- X -
Les coordonnées du vecteur ku sont [k ] . Les coordonnées du vecteur ku sont | ky |.
y
kz
X+x'
i - - X+x' 5 -
Les coordonnées du vecteur u + u' sont s Les coordonnées du vecteur u+u' sont | y+vy'
yt+y .
z+2

Exemples
L’espace est muni d’un repere (O,T,],E) .

a) Soit les points A(4 ; -1; 3), B(-3; 2; 0) et C(1; 2 ; -1). Déterminer les coordonnées de AB et AC.

-3-4 -7 1-4 -3
AB|2—(-1)|=AB| 3 | et AC|2—(-1)|=AC| 3
0-3 3 -1-3 -4

b) Déterminer les coordonnées de u=3AB—2AC .

-7 -3 -21+6 -15
3l 3 (-2| 3 |=| 9-6 |=| 3
3 -4 9+8 17
-15
donc u| 3

17
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c) Déterminer les coordonnées de D pour que AB=CD.

X, —1
SoitD(xD;yD;zD).AIorsﬁ Yp —2
z,+1
—7=%x,-1 —7+1=x, X, =—6
AB=CD <4 3=y, -2 <4 3+2=y, << y,=5 doncD(-6;5;2).
3=z,+1 3-1=z, z,=2

L’espace est muni d’un repere (O,T,],E) .
Soit les points : A(3;2;5),B(-4;1;0),C(7;0;-3)etD(0;-1;-1).
a) Déterminer les coordonnées des vecteurs u= 2ﬁ3+4a), v=AC-BD et w=—3BC+2AD.

b) Déterminer les coordonnées des points E et F tels que BE=AD et AC+2DF=0.

0
Remarque : 0 est le vecteur nul. Ses coordonnées sont | 0
0

7. Milieu d’un segment

PROPRIETE (milieu d’un segment)

Soit A, B deux points du plan.

| est le milieu de [AB] <> Al=IB A I B
<IA+IB=0 «—F—e—+*
< AB=2Al.
(coordonnées du milieu d’'un segment)

dans le plan :

Soit A(Xa; ya) et B(xg; yg) deux points du plan muni d’un repére (OT]) .

Alors les coordonnées du milieu | de AB sont : ( 5

dans I’espace :

Soit A(Xa; Ya; Za) €t B(Xg; Y& ; zg) deux points de I’espace muni d’un repere (OT]E) .

X, +X aF Z, +2
Alors les coordonnées du milieu | de AB sont : ( & . E ;yA . Yo o . & )

Exemple
L’espace est muni d’un repere (O,T,],E) .Soit les points A(1;2;-3),B(-2;4;0)etC(3;0;-2).
Soit A’=mil[BC], B’=mil[AC] et C'=mil[AB].

Alors : A" —2+3;4+0;0+(—2) A 1;2;_1 Y 1+3;2+0;—3+(—2) Y 2;1;2
2 2 2 2 2 2 2 2

ot c‘(1+(_2);2+4;_3+0):>c‘(—l;s;—ij
2 27 2 277 2
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8. Vecteurs colinéaires

DEFINITION (vecteurs colinéaires)

Deux vecteurs sont colinéaires s’ils ont la méme direction, donc si I'un des deux est égal au produit de I'autre par un réel k.

Donc : u et v sont colinéaires <> (FkeR) u=kv (Fk € R : il existe un réel k)
Exemples
4 -2 -6 a
Soit les vecteurs u| —2 , v| 1 , w 3 |ettlb (aveca, b € R)
-6 3 -9 5
a) Est-ce que les vecteurs u et v sont colinéaires ?
4 -2 4=-2% [k=-2
uetv sont colinéaires < (I k € R) u=kve| -2 |=k| 1 |[©<{-2=k <ik=-2
-6 3 —-6=3k k=-2

donc u=-2vet u etv sont colinéaires.

b) Est-ce que les vecteurs u et w sont colinéaires ?

4 -6) [4=-6k k=-2
u etw sont colinéaires < (Fk € R) u=kw <| -2 |=k| 3 |={-2=3k < k=-2
-6) |-9) |-6=-9% |k=2

donc u et w ne sont pas colinéaires.

c) Déterminer les réels a et b pour que les vecteurs u et t soient colinéaires.

4 a 4=Kka k=% (1)
u et t sont colinéaires <> (Fk € R) u=kt<| -2 |=k| b | ={-2=kb< k=2 (2)
-6 5 —-6=5k |k== (3)
20 10
(3)dans(1): —=—< -6a=45< a=—=——
—6 3
- —6 1 5
(3) dans (2) : —=?<:>—6b=—2 5& |3:_:3
_10
3
donc t| 2
5
L’espace est muni d’un repere (O,T,],E) .
3 -6 2
Soit les vecteurs u| =1 |, v| =2 | et w| x | (aveca, b € R)
2 4 y

Soit les points : A(5;1;-2),B(-4;4;4),C(-1;0;-1),D(2;-1;-3)etE(a; b;6)(avec b un réel).
a) Est-ce que les vecteurs u et v sont colinéaires ?

b) Déterminer les réels x et y pour que u et w soient colinéaires.

c) Est-ce que les vecteurs AB et CD sont colinéaires ?

d) Déterminer les réels a et b pour que BC et ED soient colinéaires.
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9. Norme d’un vecteur

RESULTATS (norme d’un vecteur)

dans le plan : dans I'espace :
Le plan est muni d’un repére (O,T,]) . L’espace est muni d’un repere (O,T,],E).
X
C~(x -
eSoit u un vecteur du plan. eSoit u| y |un vecteur de I'espace.
y
z
La longueur du vecteur u appelée norme de u La longueur du vecteur u appelée norme de u
et notée "G" est calculée par : et notée "G" est calculée par :

Bl Fl- o7

*Soit A(Xa; Ya) et B(xg; yg) deux points du plan. *Soit A(Xa; Ya; Za) €t B(xs; Vg ; zg) deux points de I'espace.
La longueur du vecteur AB appelée norme de AB La longueur du vecteur AB appelée norme de AB

et notée "E" est calculée par : et notée "E" est calculée par :

||A_B.||=\/(XB _XA)Z +(yB _yA)2 ||A_B'||:\/(XB _XA)2 +(yB _yA)Z +(ZB —ZA)Z

Remarques :

¢ Au lieu de noter "E” (norme du vecteur), on peut aussi noter AB (distance de A a B).

® Pour établir la formule ”HB" :\/(xB —xA)2 +(yB -V, )Z dans le plan, on utilise le théoréme de Pythagore dans le triangle

X —||2 2 2
rectangle de la figure du paragraphe 5 page 3 : ”AB" =(X—%y) +(Vs —Va)

Exemples :
Le plan est muni d’un repére (O,T,T,E) . Soit les points A(5;0;-2)etB(3;2;2).

Calculer AB.

AB=\(3-5) +(2-0) +(2+2) = (-2 +2' + 4 ~A+4+16 ~24 =26
Remarque : \/;:\/r:\/;.\/—:h/g

L’espace est muni d’un repére (O,i,j,k) .

Soit les points : A(1;3;-2),B(2;-1;0),C(6;-3;-1),D(1;3;-1),E(3;6;-2) etF(0;4;0).
a) Montrer que le triangle ABC est isocele. Est-il équilatéral ?

b) Montrer que le triangle DEF est rectangle.
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10. Droites paralléles, points alignés

“ PROPRIETE (condition de parallélisme)

Les droites (AB) et (CD) sont paralléles si et seulement si les vecteurs AB et CD sont colinéaires.

“ (condition d’alignement)

Les points A, B et C sont alignés si et seulement si les vecteurs AB et AC sont colinéaires.

Remarque
Pour I'alignement de trois points, il suffit que deux vecteurs ayant comme extrémités ces trois points soient colinéaires.

Donc: ABetAC ou BA etBC ou CBetAC ou ...

Exemples :
L’espace est muni d’un repére (OT]E) . Soit les points A(5;0;-2),B(3;2;2),C(1;0;1)etD(-2;3;7).
a) Est-ce que les points B, C et D sont alignés ? b) Est-ce les droites (AB) et (CD) sont paralléles ?
B, C et D sont alignés (AB) et (CD) sont paralléles
< BC et BD sont colinéaires < AB et CD sont colinéaires
< (3keR) BC=kBD < (3keR) AB=kCD
1-3 -2-3 3-5 —2-1
< | 0-2|=k| 3-2 <[ 2-0|=k| 3-0
1-2 7-2 2+2 7-1
—2 =5k —2=-3k
&9-2=k <492=3k
—1="5k 4 =6k
k=2 k=2
< k=-2 k=2
k=3 k=2
Donc B, C et D ne sont pas alignés. Donc (AB) et (CD) sont paralleles.

c) Déterminer les réels a et b pour que A, B et E(a; -3 ; b) soient alignés.
A, B et E sont alignés

<> AB et AE sont colinéaires

< (3keR) AB=KAE

3-5 a-5 -2 =k(a—5) k== (1)
&12-0|=k| 3-0|=<2=-3k &k=-2 (2)
2+2 b+2 4 =k(b+2) k= (3)
2 2
(2)dans(1): ——=——<-2(a-5)=-6<=a-5=3<a=8
3 a-5
2 4
(2)dans(3):—§=ﬁ<:>—2(b+2)=12<:>b+2=—6<:>b=—8 donc E(8; -3 ;-8)
+

| EXERCICE 09

L’espace est muni d’un repere (O,i,j,k) .

Soit les points : A(-4;1;2),B(-1;-1;3),C(2;-3;4),D(-5;6;1),E(4;0;4),F(-2;y;1)etG(x;2;-3).
a) Montrer que les points A, B et C sont alignés.

b) Est-ce que les points A, D et E sont alignés ?

c) Est-ce que les droites (CD) et (EB) sont paralleles ?

d) Est-ce que les droites (AB) et (DE) sont paralleles ?

e) Déterminer le réels x et y pour que (FG) et (AB) soient paralleles.
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11. Parallélogrammes

PROPRIETE

(parallélogramme et vecteurs)

ABCD est un parallélogramme si et seulement si AB=DC.
(ou bien AD=BC ou DA =CB ou ...)

Exemple :

B

L’espace est muni d’un repere (O,T,],E) . Soit les points 1(5;3;-1),J(-3;5;2)etK(2;0;-1).

Déterminer le point L pour que IJKL soit un parallélogramme.

(IJKL) est un parallélogramme

-3-5 2-x, -8=2-x, x, =10
oi=lKe| 5-3 |=|y, |el2=0y, oly =2
2+1 -1-z 3=-1-z z, =4

L

donc L(10; -2 ; -4)

L’espace est muni d’un repere (OT]E) .
1° Soit les points : A(3;2;-1),B(-4;1;3)etC(2;-1;2).
Déterminer le point D pour que ABCD soit un parallélogramme.

2° Soit les points E(2;1;3), F(-3;-4;6),G(0; 4; 8) et H(-3,3; 2).
Est-ce que EFGH est un parallélogramme ?

3° Soit | = mil[EF], J = mil[FG], K = mil[GH] et L = mil[HE].
a) Calculer les coordonnées de |, J, K et L.

b) Montrer que IJKL est un parallélogramme.

c) Montrer que (lJ) et (EG) sont paralléles.

EXERCICES DU LIVRE

Exercice 299 page 268
Exercice 301 page 268
Exercice 302 page 268
Exercice 303 page 268
Exercice 304 page 268
Exercice 310 page 269
Exercice 316 page 271
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L’espace est muni d’un repére (O,i,j,k) .

a)Soit A(1;2;-3),B(-1;3;3)etC(4;-1;2).
Déterminer les coordonnées du point D afin que ABCD soit un parallélogramme.

b) SoitE(2;3;2),F(-2;-1;2)etG(-2;3;-2).
Déterminer la nature du triangle EFG (équilatéral, isocéle, rectangle...).

c)SoitH(3;0;-1),1(-2;3;2)et)(1;2;-2).
Déterminer les coordonnées du point M tel que IM = HI+ 3HJ

d) Dans chacun des cas suivants, dire si les points K, L et N sont alignés :
*K(3;-1;2),L(0;2;4)etN(2;0;-3)
e K(-4;1;3),L(-2;0;5)etN(0;-1;7)

e)SoitP(2;-1;5),Q(0;-2;3),R(5;-2;-2)etS(1;a;b).
Déterminer les réels a et b afin que (PQ) et (RS) soient paralleles.

2 1
f) Trouver les réels a et b afin que u| a | et v| —2 | soient colinéaires.
5 b

Corrigé
a) D(6; -2 ; -4) ; b) EFG est un triangle équilatéral ; c) M(-13;12;2);d)*non eoui;e)a=-4etb=-6;f)la=-4etb=2,5

12. Equations de droites
a) Vecteur directeur
Deux points distincts A et B définissent une droite (d).

(d)

La direction de cette droite est celle du vecteur AB.
Le vecteur AB est appelé un vecteur directeur de la droite.
Tout vecteur u colinéaire & AB est aussi un vecteur directeur.

Un point M appartient a (d) si et seulement si les vecteurs
AM et AB sont colinéaires.

Exemple :
Sur la figure, M, M’ et M”’ appartiennent a la droite (d) : AM,AM', AM" et AB sont colinéaires.
Le point N n’appartient pas a la droite (d) : AN et AB ne sont pas colinéaires.

b) Equation paramétrique d’une droite

~(2
Exemple : Soit (d) la droite passant par A(1; -1) et de vecteur directeur u[lj .

M(x;y) € (d)
< AM et u sont colinéaires
< (3keR) AM=ku

x—1 2 x—1=k-2 x=2k+1
= =k| | =
y—(-1) 1 y+1=k-1 y=k-1
Le dernier systéme obtenu s’appelle un systéme d’équations paramétriques de la droite (d).
Dans ce systéme, le réle du parameétre est joué par le réel k.

On peut donner n’importe quelle valeur a k : le point (x ; y) obtenu appartient toujours a la droite (d).
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Pour s’en convaincre :

x=2-1+1=3 Xx=2-24+1=5 x=2-3+1=7
k=1: -2 (3;0) k=2: 2 (5;1) k=3: 2(7;2)
y=1-1=0 y=2-1=1 y=3-1=2
Xx=2-44+41=9 x=2-0+1=1 x=2-0,5+1=2
k=4: 2>(9;3) k=0: 2>(1;-1) k=0,5: -2 (2;-0,5)
y=4-1=3 y=0-1=-1 y=0,5-1=-0,5
x=2-0,2+1=1,4 x=2-(-1)+1=-1 x=2-(-2)+1=-3
k=0,2: 2>(1,4;-0,8) k=-1: 2>(-1;-2) k=-2: 2 (-3;-3)
y=0,2-1=-0,8 y=-1-1=-2 y=-2-1=-3

Remarque :
On retrouve les coordonnées de A et de u dans
le systéme d’équations :

x=2k+1
(d)=
y=1k-1

CAS GENERAL (équation paramétrique d’une droite dans |'espace)

On peut généraliser le résultat précédent a I'espace muni d’un repere (O,T,E,E) :

a

Soit (d) la droite passant par A(xa ; Ya ; za) et de vecteur directeur u gl
v

M(x;y;z) € (d)

< AM et u sont colinéaires

< (3keR) AM=ku

X—X, a x—x, =ka x=ka+x,
S| Y=Ya [FK| B |V -Va=kB Sy =kB+y,
z-z, ¥ z—-z, =ky z=ky+z,

c) Equation cartésienne d’une droite

~(2
Exemple 1: Soit (d) la droite passant par A(1 ; -1) et de vecteur directeur u[l) .

x=2k+1 (1)

y=k-1 (2)

(2):k=y+1 (2) (2')dans (1) :x=2(y+1)+1
Sx=2y+2+1

< x-2y—3=0 donc(d)=x—-2y-3=0

D’aprésb)ona: (d) E{

Cette derniere équation est une équation cartésienne de la droite (d). Elle ne contient pas de parametre.




ZG Calcul vectoriel dans I'espace (EM 54, chapitre 7) 12

(Rappel : calcul vectoriel dans le plan)

-1
Exemple 2 : Soit (e) la droite passant par B(2 ; -1 ; 4) et de vecteur directeur vl 3
1
M(x;y;z) € (e)
< BM et v sont colinéaires
< (3keR) BM=kv
X—2 -1 x—2=k-(-1) x=—k+2 (1)
<l y—(-1) [=k| 3 |©y+1=k-3 <<qy=3k-1 (2)
z—-4 1 z—4=k-1 z=k+4 (3)
(3):k=z-4 (3')
(3')dans (1) :x=—-(z—-4)+2<=x+z2-6=0
(3')dans (2):y=3(z-4)-1<y—-3z+13=0
x=-k+2
X+z—-6=0
Finalement : (d)=<y=3k-1 ou bien (d)E{
y—3z+13=0
z=k+4
systeme de 3 équations paramétriques systéme de 2 équations cartésiennes

Ces deux systémes représentent bien évidemment la méme droite.

Remarque :
Si on ne connait pas de vecteur directeur d’une droite, mais deux points de cette droite, alors le vecteur qui a pour

extrémités ces deux points est un vecteur directeur de cette droite.
Ainsi p.ex. AB est un vecteur directeur de la droite (AB).

L’espace est muni d’un repere (OT]E) .
1
1° Soit les points A(-2 ; 3; 1) et B(4; 2 ; 1) et le vecteur v| —1
1
a) Déterminer un systéme d’équations paramétriques et un systéme d’équations cartésiennes de la droite (d) passant par A

et de vecteur directeur u .
b) Est-ce que B appartient a (d) ?

2° Soit les points C(4;-1;2) et D(2;0; 3)
a) Déterminer un systéme d’équations paramétriques et cartésiennes de la droite (CD).
b) Déterminer les réels a et b afin que le point E(a ; b ; 1) appartienne a (CD).

3° Soit les points F(1;2;-3)etG(2;1; 2)
a) Déterminer un systéme d’équations paramétriques et cartésiennes de la droite (FG).
b) Existe-t-il un point H sur (FG) tel que son abscisse soit le triple de son ordonnée. Si oui, en donner les coordonnées.

x=k-2 x=-2k+4

Xx+y—-1=0 x+2y—-2=0
1°a) (d)=qy=—-k+3 (d)= b) non 2°a) (CD)=qy=k-1 (CD) = b)a=6 et b=-2
x—2z+3=0 y—-z+3=0
z=k+1 z=k+2
x=k+1
X+y-3=0 9 313
3°a)(FG)=qy=—k+2 (FG) = b) H(—;—;—)
5x-z2-8=0 4 4

z=5k-3




