T2EE - 2. LIMITES

1. Exemple introductif: la fonction inverse

1
<

Soit f la fonction définie par f(x) =
D = R* = ]—o0;0[ U ]O; +o0[.
Regardons maintenant ce qui se passe "aux bornes du domaine", c’est-a-dire en +, a droite et a gauche
de O et en —oo.

a) en +o©

X ‘10 ‘100 ‘1000 ‘10000 ‘1000000

1,1 11 1 1 1
X |10 | 100 | 1000 | 10000 | 1000000

=0,1|=0,01 | =0,001 | =0,0001 | =0,000001

1

On remarque que, si x se rapproche de +, alors 5 se rapproche de 0.
on écrit: [ lim % =0l
X—>+00
b) a droite de 0: en 0*
X ‘ 0,1 ‘ 0,01 ‘ 0,001 ‘ 0,0001 ‘ 0,000001
114 1 1 1 1
X101 001]| 0,001 | 0,0001 | 0,000001
=10 | =100 | =1000 | =10000 | =1000000
On remarque que, si x se rapproche de 07, alors % se rapproche de +oo.
on écrit: [lim % = 400,
x—0"
c)agauchede0:en 0"
x |-0,1 ‘ -0,01 |-0,001 |-0,0001 |-0,000001
1 1 1 1 1 1

X |70,1| 0,01 | 0,001 0,0001 | 0,000001
=10 | =-100 | =1000 | =-10000 | =-1000000

On remarque que, si x se rapproche de 07, alors % se rapproche de —oo.
on écrit: [lim % = —o0|.
x—0~
d) en —0
X |-10 |-100 |-1000 |-10000 |-1000000
1/ 1 1 1 1 1

X | 10 | 100 | 1000 | 10000 | 1000000

=0,1 | =-0,01 | =-0,001 | =-0,0001 | =-0,000001
1
X

On remarque que, si x se rapproche de —, alors <=~ se rapproche de 0.

on écrit: | lim % = 0|.

[X—>—00

On retiendra que: "% =0" et "% = o0"|.




2. Limite d’une fonction polyn6me en o
Exemple 1

lim x> —5x -1
X400 S~
—40  ——00

On obtient +o00 — o0 : c’est une forme indéterminée. Il faut calculer la limite autrement.

lim (x2-5x—1) =lim x? 1—% - % = +o0
X—>+00 X—t0 VY —— X
—+00 —

—1

Exemple 2

lim x3 +4x? —6x +7
X0 "
—0  —+0  —+00

De nouveau, on obtient une forme indéterminée —oo + o0 + o0,

Donc: lim (G +4x2—6x+7)=lim x* | 1+ & - & 4+ Z |-
X——00 X——00 v \)i_/ X2 X3
——00 ~— ~—

Résultat:

La limite d’une fonction polyn6me en « est celle du terme de plus haut degré. Cette limite vaut donc +oo ou —oo.

Exemples:
* XIirfrgo(2x2 +3x-1) = XlirQOsz =+ et XIir+r01o(2x2 +3x-1) = XIir+7302x2 = 400

i — x? =i —x2 = — i — x2 = |j —x?2 = —
* lim (x—x%) = lim (—x*) = -0 et lim (x—x*) = lim (—x*) = —oo

* lim(x3—8x?2+1) = limx®=-00 et lim(Xx3-8x?+1) = limx3 = +o0
X—>—00 X—>—00 X—400 X—+00

3. Limite d’une fonction rationnelle en «©

Pour calculer la limite d’une fonction rationnelle en o, on procéde de la méme maniére comme avec les
foctions polyndmes: au numérateur et au dénominateur.

Exemple:
—1
-0 -0
2 3 7
X 1+ x -
2 _ . . 2
lim X2+3X 7=I|m =lim X—2=1
x—to X°+2X—5 X—>+00 x——400 X
|1+ 2 - =
X
Ve —
—0 -0
—1
Résultat:

Pour calculer la limite d’une fonction rationnelle en o, on ne garde que le terme de plus haut degré

au numérateur (en haut) et au dénominateur (en bas).
— si le degré du numérateur est plus grand, la limite vaut +o0 ou — .
— siles degrés du numérateur et du dénominateur sont égaux, la limite est égale a un réel non nul.

— si le degré du dénominateur est plus grand, la limite vaut 0.




Exemples:

12x2 —13x—1 _ 12x2 —13x—1 _

2
= |lim4x = -0 et lim

; L 12x L 12x%
o xl_lﬂ;lo 3x—1 - xl—lﬂ;lo 3x X——00 X—+00 Xx—1 - XILTI;IO 3x XILTI;IO4X =+
2 2 2 2
xlim—X"=X=6_ _ |im X = 1 et lim—X"=X=6  _ |im>X_ -1
x>0 —x2 4+ 3x+10 = —x? x>t0 _x2 4 3x+10  *+e —x?
*Iim6+—zx=lim—leim;:0 et Iim6+—zx=limA:Iim;:0
x——0 y2 _Jx — 15 x——00 2 x——0 X x—+0 w2 _ )y _ 15 x—+o0 2 x—+0 X
Exercice 1
Déterminer les limites en +oo et —oo des fonctions suivantes:
2
a)f(x) = x> +4x-5 o) f(x) =x3 —2x—1 e) f(x) = §X_+3)7( g) f(x) = 3x 2.)5(_ ix?’_ 1
2 2
b)f(x) = =2x2 +3x—1 d)f(x) = x*+3x3—1 f)f(x) = —X+1  p)f(x) = XE3x+5
)60 }160 )60 5x3—2x+4 )60 2x2 —7x+1

4. Limite d’une fonction polynome en un point a

Si f est une fonction polynéme, alors D = R. Donc 'X'LQ f(x) = f(a).

Exemple:
*xlim(x*+3x—1) = (-2)*+3+(-2)-1=4-6-1=-3

X->—2

5. Limite d’une fonction rationnelle en un point a

Si a € Dy, alors le résultat est le méme gu’avec les fonctions polynomes: limf(x) = f(a).
X—a

Exemple:

o 2x=1 2:2-1 3

I = :—:—1
xS 2-5 -3

Sia ¢ Dy, alors on calcule vers quelles valeurs tendent le numérateur et le dénominateur. (Normalement
le dénominateur devrait tendre vers 0, puisque a n’est pas dans le domaine.)

Exemples:
—_—

/_Aﬁ

xlim —3X+4 ~3.244=-2 2°-5:246=0

2 X°—5X+6

_v_/
—0

Il faut maintenant se demander si le dénominateur tend vers 0* (dans ce cas la limite est —o) ou vers 0~
(dans ce cas, la limite est +0).
Pour ce faire, on fait une étude compléete du signe du dénominateur.

2 ¥ _
X*—5x+6=0<=x=20ux=3

X ‘ —00 2 3 +00

x2—5x+6‘ + 0 - 0 +

Dans ce tableau, on voit qu’a droite de 2, le dénominateur est positif et a gauche il est négatif.
Il faut donc distinguer les limites a droite et a gauche.

—-2 —-2
/_,H /_,H
2t X°—5x+6 2~ X5 —5x+6

—0" —0



—0
/_)—\

2
x lim X =4x+3 12-4-144=0 1-3.1+2=0
w1 XT—3X+2

—0

"%" est une forme indéterminée. Pour lever cette forme indéterminée, il faut factoriser le numérateur

et le dénominateur.

A=4
x?—4x+3=0<>x=1oux=3.Doncx*—4x+3=(x—-1)(x—3).
A=1
x2-3x+2=0< x=1oux=2.Doncx?*-3x+2=(x—1)(x—2).

Apreés cette factorisation, on peut simplifier:

—=2
—
: -
Ainsilim X =4x+3 oy (CDOC3) _py x=3
o1 X2 =3x+2 oy (x=1D(Kx=2) ,; x=2

—-1

Résultat:

Si f est une fonction rationnelle, il faut regarder si le nombre a est dans le domaine de f.

a) Si a € Dy, alors !(i_rgf(x) = f(a).

b) Sia ¢ Dy, alors le dénominateur s’annule si on remplace x par a. Deux cas peuvent se présenter:
- Si le numérateur s’annule aussi, il faut factoriser le numérateur et le dénominateur, ensuite simplifier.
- Si le numérateur ne s’annule pas, il faut calculer la limite a gauche et a droite. On regarde ainsi si le

dénominateur tend vers 0* ou vers 0~. Pour le faire, on étudie le signe du dénominateur.

Exemples:
2 2
xlim2x" -4 _2-2°-4 _8-4 _ 4
x—2 3x+1 3.2+1 6+1 7
—=2
—
* Iir’q % il faut calculer la limite a gauche et a droite
X— X
—0
3x-3=0=x=1
X ‘ —o0 1 +00
3x—-3 ‘ - 0 +
—=2 —=2
2x—4 2x—4
lim 2X=4 _ _ t lim £X=% — 4
e 3x—3  ” € e 3x—3 "
H_/ H_/
0t 0
-0
/_/%
x2—x—6

* lim forme indéterminée — il faut factoriser.

Ilgll
x>-2 —x? + 3x + 10 0
%’—/

9 Ac2s
x2—-x-6=0 << x=-20ux=3Doncx’—x—6=(x+2)(x—3)
A=49
x2+3x+10=0 < x=-20ux =5 Donc—x?+3x+10 = —(x+2)(x—5)

Ainsi: lim —X2=X=6  _ iy X+t2D&x=3) . x=3) -5 _ 5
-2 —x2 +3x+20 x2—(x+2)(x=5) x2-(x-5) —(-7) 7




-14
/_)ﬁ
. x> —x—6
* lim

— il faut calculer la limite a gauche et a droite
x5 —x“ 4+ 3x + 10
\—/—/

-0

X ‘ —00 -2 5 +00
—x%+3x+10 ‘ - 0 + 0 -
~14 ~14
2 2
m—X"=X=6_ _ .y ot |im—X_=X=6 _
x5~ —x2 4+ 3x + 10 5" —x2 4+ 3x+ 10
\—,—/ \—,—/
-0+ ~0-
Exercice 2
Calculer les limites suivantes:
2 2
a) lim X+1 b) lim ZZX——G ¢) lim X+3—X—24 d) lim ZX——5
s 2X—8 w3 X2—2x—3 1 (x—1) x—2 X“+X—2

6. Interprétation graphique des limites: les asymptotes

Une (droite) asymptote a la courbe représentative d’une fonction est une droite dont la courbe
représentative se rapproche de plus en plus, sans la toucher. Il existe trois types d’asymptotes:

a) Asymptote horizontale

Si XIirvolf(x) =a,a € R, alors la courbe de f admet une asymptote horizontale d’équation y = a.

C’est le cas pour les fonctions rationnelles si le degré du dénominateur est plus grand ou égal a celui du numérateur

Exemple:
2 2
*Onavuen3.que|imxz—46:_1 et lim XZ—X—6 _ 1
x>=0 —x< +3x + 10 x>t _y2 4 3y 410

Donc la courbe de cette fonction admet la droite d’équation y = —1 comme asymptote horizontale (fig.
1).

b) Asymptote verticale

Si Ixirr;f(x) = oo, alors la courbe de f admet une asymptote verticale d’équation x = a.

Exemple:
2y ) 2y
xOnavuens. que IimXZ—X6:+oo et |ImX2—X6:—oo
5" —x“ +3x + 10 5" —x“ +3x + 10

Donc la courbe de cette fonction admet la droite d’équation x = 5 comme asymptote verticale (fig.2).

c) Asymptote oblique

Si Ixirg[f(x) —(ax+b)] =0, alors la courbe de f admet une asymptote oblique d’équationy = ax + b.

(Dans les exercices, I'’équation de I'asymptote oblique est toujours donnée.)




Exemple:

x? —5x —

* Montrer que la corbe de la fonction définie par f(x) = " 11 admet la droite d’équation

y = Xx— 7 comme asymptote oblique.

2 _gy_ 2_5x—11—-(x—7)(x+2 x?—5x—11— (x> —7x+2x— 14
Iim[—x 5x—11 —(x—7)} — fim XX (x=7)(x+2) _ lim ( )
X0 , Xt 2 , X—00 X+ 2 X0 X+ 2
= lim X —5x—11—-x“+5x+14 _ lim 3 _

) X+ 2 x—Foo X + 2

Donc la courbe représentative de la fonction f admet la droite d’équation y = x — 7 comme asymptote
oblique (fig. 3).

Tty Ty
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sE AHy=-1 n}
-2 2%
fig. 1 fig. 2 fig. 3
Exercice 3
Déterminer le domaine et les limites aux bornes du domaine des fonctions suivantes.
Donner, si possible, une interprétation graphique des résultats.
2 3
a) f(x) = 4x*> +5x—3 e)f(x) = 2xX=2 i) f(x) = X +2x=4 m)f(x) = —X =8
) f(x) o) === ) f(x) 32 ) f(x) 310
2 2
b) f(x) = —3x* + 2x+ 7 ff(x) = X=2 j) f(x) = X FIX+3 n) f(x) = —X—£x=6
100 () 2x% —x A X2 +4x+5 )10 2x% — 14x + 20
2 2
c) f(x) =x>+2x*> —4x+1 f(x) = X" =2x k) f(x) = —2X-=36
) f(x) g) flx) = =2 )f0) = 238
2 2
d) f = —2%x3 +2x2 + 120 h) f _ X —6x+9 I f _ X“+9x+14
) f(x) = =2 + 2 100 = X8 f) = XM
Exercice 4
2x2 +5x—1

Soit f la fonction définie par f(x) = et Cs sa courbe représentative.

+2
Montrer que la droite d’équation y = 2x + 1 est asymptote oblique a C; en +o0 et —oo.

Exercice 5
Mémes questions qu’a I'exercice 4 pour les fonctions et droites suivantes:

16x> + 8x+3
f(x) = ="—TL°2 T2 =4x+1
3 700 Ax+ 1 Y=
3 2
b) f(x) = =X_+2x" +4x—2 — x—1
)60 X2 —3x+2 y
3 2
C)f(X)Z 3x +22X —3x y:3x+2
x-—1



